
測度空間の圏

中学 3年 2組 7番 岩根僚太朗

1 はじめに

本日は灘校文化祭および数学研究部にお越しいただき、誠に有難うございます.この記事では主に測度空間

の圏に関する事柄を調べます.なお測度論については既知とします.測度論について知らない方は [2]等の教科

書で勉強されることをおすすめします.

2 圏論におけるいくつかの概念

ここでは圏,積,商圏等の概念を定義しますが、厳密な議論は行いません.詳しくは [1]をご覧下さい.

定義 2.1（圏,hom集合,対象の同型） 対象の集合 O と射の集合 Aと 2つの関数

A
dom

⇒
cod

O

からなるものを有向グラフという.

A×O A := {〈g, f〉| g, f ∈ Aかつ domg = codf}

とする. 有向グラフであって、さらに 2つの関数

O
id−→ A

∈ ∈

c 7−→ idc

A×O A
◦−→ A

∈ ∈

〈g, f〉 7−→ g ◦ f

を持ち、すべての a ∈ Oとすべての〈g, f〉∈ A×O Aについて

dom(ida) = a = cod(ida)

dom(g ◦ f) = domf, cod(g ◦ f) = codg

であり、

1.

a
f // b

g // c
k // d

について k ◦ (g ◦ f) = (k ◦ g) ◦ f.
2. f : a → b,g : b → cについて、idb ◦ f = f かつ g ◦ idb = g.

1



を満たすようなものを圏という. bから cへのすべての射の集合を

C(b, c) := {f | f ∈ A,domf = b, codf = c}

と書き、hom集合という.a, bが圏 C で同型であるとは、ある射 e : a → bに対して C の射 e′ : b → aが存在

して e′ ◦ e = idaかつ e ◦ e′ = idbであることをいう.2

すべての集合の“集まり”や任意の 2 つの集合の間の関数の“集まり”のような数学的対象全体の性質を議

論するのが圏論の一種の目的としてある訳ですが、Russellの paradoxや Burali-Fortiの paradoxのように、

すべての集合の“集まり”やすべての順序数の“集まり”は集合をなさないことが知られています. そこで

universeと呼ばれる集合 U を定義し、妥当であると思われる大きさのもの (次に定義する小さな集合)のみを

扱います.

定義 2.2（universe,小さな集合） 次の条件 1から 5を満たす集合 U を universeという.

1. x ∈ u ∈ U ⇒ x ∈ U

2. u ∈ U かつ v ∈ U ⇒ {u, v},〈u, v〉, u× v ∈ U(ここで〈u, v〉は順序対、u× v は直積)

3. x ∈ U ⇒ Px ∈ U かつ
∪

x ∈ U(ここで Pxは xの冪集合)

4. ω ∈ U(ここで ω := {0, 1, 2......}はすべての有限順序数の集合)

5. f : a → bが全射な関数かつ a ∈ U かつ b ⊂ U ⇒ b ∈ U

u ∈ U なる集合 uを小さな集合という. 群や位相空間の基底集合が小さな集合であるとき、その群、位相空間

は小さな群、小さな位相空間であるという (環や加群等でも同様).2

universeという集合は何となく奇妙な感じがする集合ですが、この詳細を説明するとなるとより集合論的な議

論が必要になってくるため、省略させていただきます ([1]の第 I章第 6節をご覧下さい).

例 2.3（Set,Grp,Top） ある数学的対象全体を対象の集合とするような圏の例を挙げる.

• 対象をすべての小さな集合、射を任意の 2つの対象の間の関数すべてであるとすると、これは圏をなす.

この圏を Setと書く.

• 対象をすべての小さな群、射を任意の 2つの対象の間の準同型写像すべてであるとすると、これは圏を

なす.この圏をGrpと書く.

• 対象をすべての小さな位相空間、射を任意の 2つの対象の間の連続写像すべてであるとすると、これは

圏をなす.この圏を Topと書く.

定義 2.4（積） 次の条件 1,2を満たすような対象 a× bが圏 C に存在するとき、a× bを aと bの積という.

1.

a a× b
poo q // b

なる 2つの射 p, q が存在する.

2. 下図のような任意の c, f, g について f = p ◦ hかつ g = q ◦ hであるような射 hが存在し、一意に定ま
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る.すなわち下の図式を可換にするような射 hが存在し、一意に定まる.

c
f

||zz
zz
zz
zz
z

h
��

g

""D
DD

DD
DD

DD

a a× b
poo q // b

このとき h =〈f, g〉と書く.2

例 2.5（Set,Grp,Topにおける積） Set,Grp,Topで積を考える.

• Setにおける積は直積集合である.

実際、A,B を集合とすると p, q は p : A × B → A, q : A × B → B なる canonical な射影であり、ま

た f : C → A, g : C → B, x ∈ C として定義 2.4の図式の h : C → A× B を h(x) =〈f(x), g(x)〉な

る関数とすると p ◦ h(x) = p(h(x)) = f(x), q ◦ h(x) = q(h(x)) = g(x)が成り立っている.

• Grpにおける積は群の直積である.

• Topにおける積は位相空間の積である.

定義 2.6（商圏,同値） C を圏とし、Rを C の対象の各対 a, bにhom集合 C(a, b)上の同値関係 Ra,bを割り

当てるような関数とする.

f, f ′ ∈ C(a, b)が fRa,bf
′ ⇒ すべての g : a′ → aとすべての h : b → b′について (h ◦ f ◦ g)Ra′,b′(h ◦ f ′ ◦ g)

となるとき、Rを C 上の合同関係という.Bが圏で、対象をC の対象とし、各hom集合B(a, b)を C(a, b)/Ra,b

とするとき、B を合同関係*1Rによる C の商圏といい、C/Rと書く. このとき C において対象 a, bが Rに関

して同値であるとは商圏 C/Rにおいて a, bが同型であることをいう. すなわち、ある f : a → b, g : b → aが

存在して (g ◦ f)R(ida)かつ (f ◦ g)R(idb)となるとき aと bは同値であるという.2

例 2.7（Toph） 対象をすべての小さな位相空間、射を任意の 2つの対象の間の連続写像のホモトピー類すべ

てとすると、これは圏をなし、Tophと書くことにする. 定義 2.6で C = Topとし、fRf ′ def⇔ f が f ′とホモ

トピック、とすると商圏 C/Rは Tophである.このときの同値は位相空間のホモトピー同値に他ならない.

3 測度空間の圏

BX , µXをそれぞれ X 上の完全加法族,BX上の測度とし、可測空間を X = (X,BX)、測度空間を X =

(X,BX , µX)というように記号を濫用して表記することがあります.また圏論的な積 (定義 2.4)を単に“積”、

直積集合を単に“直積”と記します.

定義 3.1（可測写像,測度保存写像） X,Y を可測空間として f : X → Y が可測写像であるとは任意の E ∈
BYに対して f−1(E) ∈ BXであることをいう.また X,Y を測度空間として f : X → Y が測度保存写像である

とは任意の E ∈ BYに対してµY (E) = µX(f−1(E))であることをいう.2

定義 3.2（可測空間の圏Meas,測度空間の圏MSp） 対象をすべての小さな可測空間、射を任意の 2つの対

象の間の可測写像すべてであるとするとこれは圏をなし、この圏をMeasと書く.対象をすべての小さな測度

*1 任意の Rに対して R ⊂ R′となる最小の C 上の合同関係 R′が存在することが証明できる.(C/R)(a, b)を C(a, b)/R′
a,bと定義す

ることで任意の Rに対しても C/Rを定義できる.
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空間、射を任意の 2つの対象の間の可測写像でもあり測度保存写像でもあるような写像すべてであるとすると

これは圏をなし、この圏をMSpと書く.2

定理 3.3 E ,F をそれぞれX,Y の部分集合の有限加法族とするとK = E × F (E ∈ E , F ∈ F)という形の直

積集合 X × Y の部分集合の有限個の直和として表されるものの全体 Kは有限加法族である.

定義 3.4（直積 σ 代数） 補題 3.3の Kを含む最小の σ 代数 BX×Y = B [K]を直積 σ 代数という.2

3.1 積

ここでMeasやMSpで積を考えてみます.

Measにおける積

命題 3.5 Measにおいてその任意の対象X,Y に対して積X × Y が存在し、それは (X × Y,BX×Y )に一致

する.

証明 E,F をそれぞれ BX ,BYの任意の要素とする.定義 2.4の条件 1については p : A×B → A, q : A×B →
B が可測写像であることをいえばよいが、p, q を canonical な射影とすると p−1(E), q−1(F ) ∈ BX×Y

であるので成り立つ.条件 2 については M を Meas の任意の対象、P を BMの任意の要素とし、射 h :

M → X × Y を h(P ) :=〈f(P ), g(P )〉とすると h−1(E × Y ) = (p ◦ h)−1(E) = f−1(E), h−1(X × F ) =

(q ◦ h)−1(F ) = g−1(F )となることと f, g の可測性よりわかる.■

M
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X X × Y
poo q // Y

MSpにおける積

命題 3.6 MSpにおいて一般に積は存在しない.

証明 測度空間 X,Y の積が存在したとする.MSpの射は可測写像でなければならないので命題 3.5 より直

積 X × Y の σ 代数は BX×Y であり、射 p : X × Y → X, q : X × Y → Y は canonicalな射影である.p, q は

測度保存写像であるので µX×Yを積 X × Y の測度とすると

任意の E ∈ BXに対してµX(E) = µX×Y (p
−1(E))

任意の F ∈ BYに対してµY (E) = µX×Y (q
−1(F ))

である. ここで E = X,F = Y とすると上より

µX(X) = µX×Y (p
−1(X)) = µX×Y (X × Y ) = µX×Y (q

−1(Y )) = µY (Y )

となるがこれは一般には成り立たない.■
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3.2 測度構造に焦点を当てる

この節ではMSpでの対象の同型性は可測構造に関する条件が強すぎるのでMSp上で合同関係を定義し、

対象の同値を考えることで測度構造に焦点が当たるようにします.

定義 3.7 測度空間 X,Y と f, g ∈ MSp(X,Y )が与えられているとき

fRX,Y g
def⇔ f(x) = g(x) a.e.x ∈ X

とする.2

ほとんどいたるところで等しいと定義することで可測構造の“大きさ”をあまり気にしなくてよいようにでき

ます.ここで RX,YはMSp(X,Y )上の同値関係であり、Rを測度空間の各対 X,Y に RX,Yを割り当てるよう

な関数とするとこれは合同関係です (証明は簡単なので略).これでMSp/Rを考えることができ、そこでは可

測構造の同型性に邪魔されません.

4 おわりに

この拙い文章を最後までお読みいただき有難うございました.昨年度に測度論を学んだのですが、可測写像

は可測空間の構造を保つような写像であると知ったときに可測空間の圏 (や測度空間の圏)も考えられそうだ

とふと思ったのがこの内容を考えるきっかけでした.たいした結果は得られたわけではありませんがMSpに

おいて積は直積集合に直積σ代数や直積測度を付加したものになっているのだろうか、と考えていたので一般

に積が存在しないことを知ったときには割と驚きました.そこでMSpを弄くって積が存在するような部分圏

や商圏が作れないだろうか、と思い考えたのが §3.2に書いたことなのですが、うまく行かず少し悔しいです.

しかしそれなりに面白いことがわかったので個人的には満足しています.来年までに何らかの進捗が得られれ

ばまた記事を書くかもしれません.
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Galois理論

中学 3年 4組 10番　黒木 亮汰

1 はじめに

この記事では体論を抽象的にする方法と,他の理論との関係を考える.体論でも有名なのは Galois理論というもので,

一般的に有限次 Galois理論は分離拡大や正規拡大など拡大体の元の特徴の考察により Galois拡大というものを定義し

て,中間体と Galois群の部分群の対応 (Galois対応)を得る.

今回はその Galois拡大の概念を元の性質を使わずに,拡大体そのものの性質により定義する.理論の概要から推測し

て予想を書いたので証明には至っていない。ここでは有限次拡大について考えることにする.

2章は体論の知識, 3章は図式の読み方, 4章は位相, 5章は空間や可換環の話です.2章は簡単な説明なので,既に体論

を学んだ方は 3章から読み進めてください.

2 Galois理論の概略

[1]から引用.証明は文献を参照してください.

定義 2.1 (代数閉包). 体 K の代数拡大 L/K で, Lの任意の 1変数多項式の根が Lに含まれるものが存在する.それを

Kで表す.

定義 2.2 (中間体). 体の拡大 L/K で, Lの部分体M がM ⊃ K を満たすとき,M を L/K の中間体という.

定義 2.3 (次数). 体の拡大 L/K について, Lは K 上のベクトル空間とみなせる.その次元を [L : K]で表し,拡大次数

とする.

定理 2.4. 体の拡大 L/M,M/K について, L/K も体の拡大で, [L : K] = [L :M ][M : K]

定義 2.5 (最小多項式). 代数拡大 L/K でα ∈ Lとすると,K 上の多項式 f(x) ̸= 0で f(α) = 0となるものの中で,次

数が最小となるのは定数倍を除いて一意に定まる.これをαのK 上の最小多項式という.

定義 2.6 (分離拡大). Lの任意の元のK 上の最小多項式がKで重根を持たないとき LをK の分離拡大という.

定理 2.7. 分離拡大 L/K の中間体M について, L/M は分離

定理 2.8. L/K が分離拡大 ⇐⇒ [L : K] = |HomK(L,K)|

定義 2.9 (正規拡大). 代数拡大 L/K で, α ∈ LならαのK 上の最小多項式が L上では一次式の積に分解される時,

L/K を正規拡大という.

定理 2.10. L/K が正規 ⇐⇒ (ϕ ∈ HomK(L,K)⇒ ϕ(L) ⊂ L)

定理 2.11. 正規代数拡大 L/K について,任意のϕ ∈ Hom(L,L)は同型

定義 2.12 (Galois 拡大). 分離かつ正規な拡大 L/K を Galois 拡大という.その時, L の K 自己同型

群 AutKLを Gal(L/K)と書く.

定義 2.13. M が L/K の中間体なら,H(M) = {g ∈ Gal(L/K)|∀x ∈M, gx = x}とする.



H ⊂ Gal(L/K)が部分群なら,MH = {x ∈ L|∀g ∈ H, gx = x}とする.

定義 2.14 (Galois理論). L/K を有限次 Galois拡大,Mを中間体の集合,Hを Gal(L/K)の部分群の集合とする時.

(1)M ∋M 7→ H(M) ∈ H,H ∋ H 7→MH ∈Mは互いの逆写像
(2)M1,M2が ∈Mが H1,H2 ∈ Hと対応する時,

M1 ⊂M2 ⇐⇒ H1 ⊃ H2

M1 ·M2 ←→ H1 ∩H2

M1 ∩M2 ←→ < H1,H2 >

(3)σ ∈ Gal(L/K)なら

σ(M1) ←→ σH1σ
−1

M/K が Galois拡大 ⇐⇒ H ◁Gal(L/K)

又, H ◁Gal(L/K)なら,Gal(L/K)の元をM に制限することにより,Gal(M/K) ≃ Gal(L/K)/H

3 形式化

用語の定義は一般的なものと異なることがあります.

定義 3.1 (中間体). 体の拡大 L/K で, Lの部分体M が下図を満たすとき,M を L/K の中間体という.

K � p

  B
BB

BB
BB

B
� � // M� _

��
L

定義 3.2 (K 自己準同型). L ⊃ K の自己同型で K を保存するもの (つまり下図が可換となる g)の集合に合成で群構

造を入れたものを AutKLと書く.
K � o

  @
@@

@@
@@

@
� � // L

g∼
��
L

体論ではしばしば拡大の次数について調べる. 数値的な発想は体論に限らず,様々な分野で使われる. 拡大の次数は

体上のベクトル空間の基底の数によって定義される. 次数の性質として次の定理がある.

しかし, これでは因数による数の構成が解っても具体的な数値までは解らない. 分離性を仮定すれば次のことが言

える.

定義 3.3 (次数). 体の拡大次数 [L : K]を |HomK(L,K)|と定義する.

定義 3.4 (正規性). HomK(L,K) = HomK(L,L)となる時, L/K は正規という.さらに,分離でもある時, L/K を

Galoisといい,HomK(L,K) = HomK(L,L) = Gal(L/K)

このようにして,体論を抽象的にできる. ここからは有限次 Galois理論の仲間について書く.

4 無限次 Galois理論

主張は有限次の場合とほぼ同じだが,Galois 群に位相を入れる. 中間体と位相が入った Galois 群の閉部分群が対応

する.

定義 4.1 (Krull位相). Lに含まれるK の有限次 Galois拡大 L ⊃M によって,Gal(L/K)の部分群 Galois(L/M)が

構成できる.このような部分群たちを単位元の基本近傍系とする位相が入る.



これで Galois群は Hausdorffになる

定理 4.2. L/K の中間体の集合M に包含で順序を入れる.Gal(L/K) の閉部分群の集合 H に包含で順序を入れる.こ
の時,

H(•) : M→ H　　　M• : H→M

は順序を反転する全単射を導く.

これも正規部分群による剰余群に適当な位相を入れると,定理 2.4と類似した性質が成り立つ. Galois群は有限群の

逆極限で書けて,副有限群とも関係がある.

定理 4.3. K の有限次 Galois拡大となるような Galois拡大 L/K の中間体からなる集合 S が次の条件を満たすとす

る.

• L =
∪
F∈S

F

• F1, F2 ∈ S ⇒ ∃F3 ∈ S 　 F1, F2 ⊂ F3

この時,Gal(L/K) ≃ lim←−
F∈S

Gal(F/K)

5 体と可換環

ここでは体と可換環のスペクトル理論の関係について書く. 可換環を知らなくても空間と可換環の理論には類似があ

るので, 空間の言葉で解釈してもらえば大体読める. 拡大をスペクトルの言葉で言うと被覆というものになる. そう考

えると中間体の類似は部分被覆ということになる. その前に有限エタール性というのをつかうのでそれを定義する. こ

れは空間で言う所の局所同相写像で, 体の有限次分離拡大の一般化でもある.

定義 5.1. 可換環 Rと Spec(R)に対し, Rpを Rの pによる局所化, κ(p)をその剰余体とする.

X, Y をスキームとする.スペクトルと体論が類似しているのは,次のスペクトルと環の反同値性が関係している.

定理 5.2. (Ring)→ (Af -Sch)o, A 7→ SpecAは,環の圏からアフィンスキームの圏への反変関手

定義 5.3. f : Y → X について, y ∈ Y として,

• y の開近傍 V で f |V → X が局所有限表示となるものがある.

• x := f(y)とし,局所環 OX,xの極大イデアルを mxと表すとき,OY,y/mxOY,y = κ(y)で, κ(y)/κ(x)は有限次分

離拡大

を満たす時, f は y ∈ Y において不分岐という.Y の任意の点で不分岐な時は単に不分岐という.不分岐かつ平坦である
被覆をエタール被覆という.

FÉt/X を X 上有限エタールなスキームと X 上の射のなす圏とし, FSetsを有限集合と写像のなす圏とする.

定義 5.4. 分離閉体のスペクトラム z からの射 z → X を X の幾何的点という.

以後,被覆で有限エタール被覆を指す.X を整閉整域 Aのスペクトル Spec(A)とする.

定義 5.5 (部分被覆). X 上の被覆 h : Y → X,h′ : Y ′ → X についてφ : Y → Y ′が存在して h′ ◦ φ = hが成り立つ時,

h′を hの部分被覆という.このようなφの集合をMorX(Y, Y ′)で表す.

Y

h   A
AA

AA
AA

A
φ // Y ′

h′

��
X



中間体の場合も埋め込みの合成と埋め込みが可換なので, 定義 3.1と類似している. 中間体は体という対象を見るが,

部分被覆は被覆という射を見る. 体論で言う X 準同型はこのφである. それによって自己準同型群も被覆変換群という

ものになる. (定義 3.2)

定義 5.6 (被覆変換群). 同型なφ ∈ MorX(Y, Y )の集合に合成で群構造を入れたものを h : Y → X の被覆変換群と言

い,AutX(Y )と書く.

Y

h   @
@@

@@
@@

@
φ // Y

h
��
X

体の場合は HomK(L,K)(定義 3.3)というものを使って次数を定義した.可換環の場合,これはファイバー関手と呼ば

れるものを使う.

定義 5.7 (ファイバー関手 (共変)). Fz :FÉt/X → FSets, Y 7→ MorX(z, Y )

z は分離閉体のスペクトラムで定理 5.2より Homの中身を入れ替えて Specをはずせば HomK(L,K)と類似が見ら

れる.

定義 5.8 (被覆次数). |Fz(Y )|は,
(1)任意の点についてある開近傍が存在して,その上での X の既約成分が有限個であるとき

各連結成分上で z によらない.X は連結という仮定から (1)の仮定の下でこれを h : Y → X の被覆次数と定義する.

ここから (1)を仮定する.定理 2.4の類似で,m, n次の射は合成によってmn次になる.

定理 5.9. Y ∈ Ob(FÉt/X)、s ∈ Fz(Y )に対して,

fY,s : AutX(Y ) −→ MorX(z, Y ) = Fz(Y )

を g → g ◦ sで定めると,
(1)Y が連結なら,任意の sに対して fY,sは単射

(2)Y が空集合でないなら, (ある sに対して fY,sは全射 ⇐⇒ 任意の sに対して fY,sは全射)

定義 5.10 (Galois性). X 上有限エタールな連結スキーム Y について,任意の s ∈ F に対して fY,sが全単射の時,

Y は (z → X に関して)Galoisという.

正規性 (定義 3.4)の HomK(L,L)(= AutKL)と HomK(L,K)の一致に類似している.

(1) から Galois 性は z に依らないので,Gal(Y/X) = AutX(Y ) と定める.X 上 Galois な対象から成るFÉt/X の充満

部分圏を Gal/X とする.

Galois理論の類似は副有限化して (逆極限をとって)得られる.

定理 5.11 (Galois理論). X 上のある副有限 Galois被覆 Z → X の Galois群 Gal(Z/X)について, Z → X の部分被

覆と Gal(Z/X)の閉部分群の間に全単射がある.

この全単射は定理 2.4の様な性質 (但し副有限化しているので定理 4.2の様に部分群の開閉を考えなければならない)

が成り立つように取れる. エタール基本群というものを使うこともある. これは簡単にいえば絶対ガロア群というもの

だ.その前に Galois近傍を定義する.

定義 5.12 (Galois近傍). g : X ′ → X について,

X ′

g
  B

BB
BB

BB
B

α // U

β

��
X

で, βがエタールであるとき, (α, β)を g のエタール近傍という.

X ′を z, , U ∈ Ob(Gal/X), βを構造射として,その同型類がなす集合を考えて,各同型類から代表を 1つずつ選んだ集合



を gal(z → X)と表す.
z

��?
??

??
??

// Y

(構造射)

��
X

Y, Y ′ ∈ gal(z → X)に対して

z

��@
@@

@@
@@

@
// Y ′

f

��   A
AA

AA
AA

A

Y // X

を可換にする f が存在する (存在すれば一意)ときに Y ⩽ Y ′とすると, (gal(z → X))は有向集合となる.

エタール基本群を定義するときは極限をとるので,その前に推移写像を入れる. 具体的には, f : Y ′ → Y をGal/X に

属する射とした時に、s ∈ Fz(Y ′)に対して,

AutX(Y ′)

ψf,s

��

fY ′,s

∼
// Fz(Y ′)

Fz(f)

��
AutX(Y )

fY,Fz(f)(s)

∼
// Fz(Y )

を可換にするψf,sを推移写像とする.これは sによらない.g ∈ AutX(Y ′)をとると,下図が可換になる.

Y ′

f

��

g // Y ′

f

��
Y

ψf,s(g) // Y

定義 5.13 (エタール基本群). z → X を基点とするエタール基本群をπ(X, z) := lim←−
Y ∈gal(z→X)

AutX(Y ) とする.これ

は gal(x→ X)に依らない.これは副有限群になる.

定理 4.3の右辺と似ているのでその類似からか, 定理 5.11と似た (連結副有限エタール被覆とエタール基本群の)対

応が成り立つ.

グロタンティークの Galois理論というものがあって,それの出発点となる次の定理がある.

定理 5.14. π(X, z)による連続な左作用を持つ有限集合と, π(X, z)同変関手を持つ圏をπ(X, z)-FSetsと表す.

この時, FzはFÉt/X からπ(X, z)-FSetsへの圏同値を引き起こす.

6 おわりに

読んでいただきありがとうございました. Galois理論を抽象化する試みは既になされているのですが, 文献 [2]はま

だ読んでいないので,体論と可換環論の類似について具体例をまとめておきたく, 文献 [4],[5]を参考に考察しました.
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[2] Grothendieck, A., Raynaud, M.: Revêtements étales et groupe fondamental

[3] 川又雄二郎 : 代数多様体論

[4] 森下昌紀 : 結び目と素数

[5] 斎藤秀司 , 佐藤周友 : 代数的サイクルとエタールコホモロジー



ディリクレの L関数の特殊値について

高校１年２組３８番　知念慶

1 はじめに

本日は灘校文化祭および数学研究部にお越しいただき、誠にありがとうございます。この記事では、去年の部誌で書いたディリ

クレの L関数の特殊値について、扱ってなかったものや、別の級数の値を求めていきたいと思います。単調で、計算ばかりのつま

らない内容になりますが、読んでいただけると嬉しいです。予備知識としては高校数学程度を仮定し、それ以外は書いていきたい

と思います。

2 予備知識

2.1 項別微分

以下で一様収束などの定義を述べていく。

定義 1.1（一様収束）� �
Ｉを定義域とする関数列 {fn(x)}n=1,2,... がＩを定義域とする関数 f に一様収束するとは、任意の正実数 ϵに対してある自然

数Ｎがあって、n > N を満たす任意の自然数ｎとＩに属する任意のｘに対して

|fn(x)− f(x)| < ϵ

が成り立つことをいう

� �
　

定義 1.2（広義一様収束）� �
Ｉを定義域とする関数列 {fn(x)}n=1,2,... が広義一様収束しているとはＩに含まれる任意の有界閉区間をとったとき、関数列

{fn(x)}n=1,2,... の定義域をそこに制限すると一様収束していることをいう。� �
定理 1.3（項別微分）� �
１回微分可能な関数の列 {fn(x)}n=1,2,... がある関数 f に一様収束しており、導関数の列 {f ‘

n(x)}n=1,2,... がある関数 g に広

義一様収束しているのなら f も一回微分可能で f ‘ = g が成り立つ。� �
無限級数の一様収束の判定法には次のようなものがある。

定理 1.4（ワイエルシュトラスのＭテスト）� �
関数列 {fn(x)}n=1,2,... に対して数列Mn で次の条件

• 定義域内の任意の xに対して |fn(x)| < Mn が成り立つ。

•
∑∞

n=1 Mn が収束する。

を満たすものが存在するとき、
∑n

m=1 fm(x)は一様収束する。� �
1



このワイエルシュトラスのＭテストを用いると次のことがわかる。

定理 1.5� �
m > 1に対して

n∑
k=1

sin 2kx

km

は一様収束する。分子が cos 2kxのときも同様。

� �
詳しく知りたい方は参考文献の URLを参照してください。

2.2 微分方程式

微分方程式の解の公式� �
未知の関数 f(x)があって、この関数が定数 aと関数 Q(x)に対して、

d

dx
f(x) = af(x) +Q(x)

を満たすとき、f(x)は

f(x) = eax
(
C +

∫ x

0

Q(t)e−atdt

)
となる (ここで C は積分定数)

� �
証明

まず移項すると

d

dx
f(x)− af(x) = Q(x)

これに e−ax をかけて

e−ax d

dx
f(x) + (−ae−axf(x)) = e−axQ(x)

e−ax d

dx
f(x) + (

d

dx
e−ax)f(x) = e−axQ(x)

ここで積の微分公式を逆に使うと、

d

dx
(e−axf(x)) = e−axQ(x)

これを積分して

e−axf(x) = C +

∫ x

0

Q(t)e−atdt　

∴ f(x) = eax
(
C +

∫ x

0

Q(t)e−atdt

)
よって示された。これは２変数関数についても、１つの文字に関する微分方程式であれば、もう一方の変数を定数として考えれば
使用できる。

2



3 L関数の特殊値の求め方

さてどうやって L関数の特殊値を求めるかですが、まず L関数を定義します。

定義 2.1� �
以下の条件を満たす写像 χ : Z → Cを指標ｎのディリクレ指標という

• χ(a+ n) = χ(a)ｍ

• aと nが互いに素でないことと χ(a) = 0は同値である

• aと bが互いに素であるならば、χ(a)χ(b) = χ(ab)� �
定義 2.2� �
指標ｎのディリクレ指標に対し、ディリクレの L関数を以下のように定義する。

L(s) =
∞∑

m=1

χ(m)

ms� �
それでは、ある結論を導くための補題を示していきたいと思います。

定義.23� �
指標ｎのディリクレ指標 χ(a)に対し、ガウス和 τ(χ)を以下のように定義する。

τ(χ) =
n−1∑
a=1

χ(a)e
2iπa
n

� �
定理 2.4� �

n−1∑
a=1

χ(a)e
2iπam

n = χ(m)τ(χ)

� �
これを証明するために次の補題を示す。

補題 2.5� �
集合Ａを A =

{
am
∣∣ 1 ≦ am ≦ n, 1 ≦ m ≦ ϕ(n), aｍ とｎは互いに素

}
とする。Ａからとりだしたある一つの元をｂとする

と、bA =
{
ba
∣∣ a ∈ A

}
= A� �

証明

まず、bam は am とｎが互いに素なので、ｎと互いに素である。また、

bai ≡ baj mod n (i ̸= j)

とすると bとｍは互いに素なので ai ≡ aj mod nとなり矛盾する。よってｂ Aの元はすべて異なり、ｂ Aと Aの元の個数は
どちらも ϕ(n)になる。よって示された。
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補題 1.6� �
aとmが互いに素のとき、aϕ(n) ≡ 1modn� �

証明

補題 1.5において b=aとすると aA=Aより、

aa1 � aa2 � . . . ≡ a1a2 . . . aϕ(n) mod n　

aϕ(n) � (a1a2 . . . aϕ(n) ≡ a1a2 . . . aϕ(n) mod n　

a1, a2, . . . aϕ(n) はすべてｎと互いに素なので aϕ(n) ≡ 1 mod nとなる

定理 2.4の証明

補題 1.6より χ(aϕ(n)) = χ(1) = 1なので χ(a)は１の累乗根である。よって

χ(a) =
1

χ(a)

となり、定理 1.4は次のようになる。

n−1∑
a=1

χ(am)e
2iπam

n =
n−1∑
a=1

χ(am mod n)e
2iπ(am mod n)

n = τ(χ)

ｍとｎが互いに素のとき、am mod nは１からｎ‐１のすべての数字を回るのでこの式は正しい。次にと nが互いに素でないと
き、最大公約数をｄ、ｎをｄで割ったものをｇとすると、

n−1∑
a=1

χ(a)e
2iπam

n =
n−1∑
a=1

χ(a)e
2iπam

dg

=

n∑
k=1

∑
am
d mod g=k

χ(a)e
2iπk

g

ここで am
d mod g = k の解を a1, a2, . . . at は am

d mod g = １の解 b1, b2, . . . bt のｋ倍になるのである定数ｃを用いて

n−1∑
a=1

χ(a)e
2iπam

n 　 = c
∑

am
d mod g=１

χ(a)

= 0

= χ(m)τ（χ）

よって示された。

さて、Ｌ関数をもとめる方法を示す。
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定理 1.7� �
関数列 {fn(x)}n=1,2,..., {gn(x)}n=1,2,... を以下のように定める。

f2n+1(x) = (−1

4
)n

∞∑
m=1

sin(2mx)

m2n+1
f2n(x) = 2 � (−1

4
)n

∞∑
m=1

cos(2mx)

m2n

g2n+1(x) = (−1

4
)n

∞∑
m=1

cos(2mx)

m2n+1
g2n(x) = 2 � (−1

4
)n

∞∑
m=1

sin(2mx)

m2n

このとき、Ｌ関数の特殊値は以下のように定まる

1. χ(−1) = 1のとき

L(2r, χ) = τ−1(χ)
n−1∑
k=1

χ(k)22r−1(−1)rf2r(
kπ

n
) L(2r + 1, χ) = τ−1(χ)

n−1∑
k=1

χ(k)(−4)rg2r+1(
kπ

n
)

2. χ(−1) = −1のとき

L(2r, χ) = τ−1(χ)
n−1∑
k=1

χ(k)22r−1(−1)rg2r(
kπ

n
) L(2r + 1, χ) = τ−1(χ)

n−1∑
k=1

χ(k)(−4)rf2r+1(
kπ

n
)

� �
　

証明

１だけ証明する。２は１と同様にできる。

n−1∑
k=1

χ(k)

∞∑
m=1

e
2imkπ

n

m2r
=

∞∑
m=1

∑n−1
k=1 χ(k)e

2imkπ
n

m2r

定理 1.4より

n−1∑
k=1

∞∑
m=1

e
2iπkm

n

m2r
= τ(χ)

∞∑
m=1

χ(m)

m2r

= τ(χ)L(2r, χ)

また、

n−1∑
k=1

∞∑
m=1

e
2iπkm

n

m2r
=

∞∑
m=1

∑n−1
k=1 χ(k)e

2imkπ
n

m2r

=
n−1∑
k=1

χ(k)
∞∑

m=1

cos( 2mkπ
n )

m2r
+

∞∑
m=1

∑n−1
k=1 χ(k) sin(

2mkπ
n )

m2r

ここで

2 �
n−1∑
k=1

χ(k) sin(
2mkπ

n
) =

n−1∑
k=1

χ(k) sin(
2mkπ

n
) +

n−1∑
k=1

χ(n− k) sin(
2m(n− k)π

n
)

=
n−1∑
k=1

χ(k) sin(
2mkπ

n
) + sin(

2m(n− k)π

n
)

= 0

よって sinの部分は消えて

n−1∑
k=1

∞∑
m=1

e
2iπkm

n

m2r
=

n−1∑
k=1

∞∑
m=1

cos( 2mkπ
n )

m2r

=

n−1∑
k=1

χ(k)22r−1(−1)rf2r(
kπ

n
)

5



以上より

L(2r, χ) = τ−1(χ)
n−1∑
k=1

χ(k)22r−1(−1)rf2r(
kπ

n
)

よって示された。L(2r + 1, χ)の場合も同様の計算で示せる。■

定理 1.7から関数列 {fn(x)}n=1,2,..., {gn(x)}n=1,2,... を有限和で表わせればよいことがわかる。次の章ではそれをやっていく。

4 三角関数の無限和

4.1 fn(x)

関数列 {fn(x)}n=1,2,... を求めるために以下のような形式的べき級数を定める。

F (x, y) =

∞∑
n=1

fn+1(x)y
n−1

この形式的べき級数を閉じた形で求めたい。関数列 {fn(x)}n=1,2,... については以下のことが分かってる。

d

dx
fn(x) = fn−1(x)

２章で fn(x)が項別微分できることが分かるので、微分すると導かれる。このことから形式的べき級数 F (x, y)は以下の偏微分方
程式を満たす。

d

dx
F (x, y) =

d

dx
f2(x) + yF (x, y)

この偏微分方程式は xでしか微分してないので、ｙを定数とみれば実質ｘの微分方程式である。これを２章の微分方程式の解の公
式を用いると、

F (x, y) = c1(y)e
xy + exy

∫ x

0

f1(t)e
−tydt　

ここで c1(y)はｙの任意の関数である。ここで f1(x)を求める必要があるので次の定理を証明する

定理 3.1.1� �
∞∑

m=1

sin(mx)

m
=

π − x

2� �
証明

以下の関数を考える。

hm(x) =
m∑

k=1

sin(2kx)

k

この関数の極限をとれば f1(x)になる。微分すると

d

dx
hm(x) = 2

m∑
k=1

cos(2kx)

この和を求めるために以下の補題を示す。
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補題 3.1.2� �
m∑

k=0

sin(2kx) =
sin((m+ 1)x) sin(mx)

sinx

m∑
k=0

cos(2kx) =
sin((m+ 1)x) cos(mx)

sinx� �
証明

m∑
k=0

e2ikx =
1− e2i(m+1)x

1− e2ix

=
1− e2i(m+1)x

eix(e−ix − eix)

=
ei(m+1)x(e−i(m+1)x − ei(m+1)x)

eix(e−ix − eix)

=
eimx sin((m+ 1)x)

sinx

この関数の実部と虚部を考えると与式が得られる ■

よって

d

dx
hm(x) =

2 sin((m+ 1)x) cos(mx)− 2 sinx

sinx

これを積分すると、

hm(x) =

∫ x

1

2 sin((m+ 1)t) cos(mt)− 2 sin t

sin t
dt+ C

=

∫ x

1

sin((2m+ 1)t) + sin t− 2 sin t

sin t
dt+ C

= −x+ 1 +

∫ x

1

sin((2m+ 1)t)

sin t
dt+ C

ここで ∫ x

1

sin((2m+ 1)t)

sin t
dt = −

∫ x

1

1

sin t
(
cos((2m+ 1)t)

2m+ 1
)‘dt

= −
[
cos((2m+ 1)t)

(2m+ 1) sin t

]x
1

+
1

2m+ 1

∫ x

1

cos((2m+ 1)t) cos t

sin2 t
dt

= −
[
cos((2m+ 1)t)

(2m+ 1) sin t

]x
1

+
1

2m+ 1
(H(x)−H(1))

これの極限をとると、H(x)が発散せず、sin tが０にならなければ０になる。よって x ̸= 0, π のとき

lim
m→∞

hm(x) = −x+ 1 + C

となる。積分定数の値を確定させるために x = π
2 を代入すると

0 = −π

2
+ 1 + C

∴ C =
π

2
− 1

よって示された。この証明により、定理 1.5のm = 1の場合については広義一様収束することがわかる。■

よって

F (x, y) = (c1(y) +
π

2
+

1

y2
)exy − π

2y
+

x

y
+

1

y2
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ここで以下の補題を示す。

補題 3.1.3� �
lim
x→π

f1(x)− lim
x→0

f1(x) = −π lim
x→π

fn(x) = lim
x→0

fn(x)� �
証明

まず初めに２番目の式から示す。fn(
π
2 + t)− fn(

π
2 − t)を考える (0 < t < π)

f2n(
π

2
+ t)− f2n(

π

2
− t) = 2 � (−1

4
)n

∞∑
m=1

cos(m(π + 2t))− cos(m(π − 2t))

m2n

= −2 � (−1

4
)n

∞∑
m=1

2 sin(mπ) sin 2t

m2n

= 0

よって

lim
t→π

2

f2n(
π

2
+ t)− f2n(

π

2
− t) = 0

奇数の場合も同様に

f2n+1(
π

2
+ t)− f2n+1(

π

2
− t) = (−1

4
)n

∞∑
m=1

sin(m(π + 2t))− sin(m(π − 2t))

m2n+1

= (−1

4
)n

∞∑
m=1

2 sin 2mt cos(mπ)

m2n+1

これの極限をとって

lim
t→π

2

f2n+1(
π

2
+ t)− f2n+1(

π

2
− t) = (−1

4
)n

∞∑
m=1

lim
t→π

2

2 sin 2mt cos(mπ)

m2n+1

= 0

よって示された。なお、級数の項の入れ替えや、極限と総和の交換などをしたが、絶対収束して、一様収束もするので問題ない。■

よって F (π, y)− F (0, y) = 0なので

(c1(y) +
π

2
+

1

y2
)eπy − π

2y
+

π

y
+

1

y2
− (c1(y) +

π

2
+

1

y2
− π

2y
+

1

y2
) = 0

(eπy − 1)(c1(y) +
π

2
+

1

y2
) +

π

y
= 0

∴ c1(y) +
π

2
+

1

y2
= − π

y(eπy − 1)

以上より

F (x, y) = − π

y(eπy − 1)
exy − π

2y
+

x

y
+

1

y2
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あとはこの関数のべき級数展開を考えればいい。Bn をベルヌーイ数とすると

y2F (x, y) = −

( ∞∑
k=0

Bk

k!
(πy)k

)( ∞∑
m=0

(xy)n

n!

)
− πy

2
+ xy + 1

yn の係数を考えると、

fn(x) = −
∑

k+m=n

Bk

k!
πk x

m

m!

= −
n∑

k=0

πk

k!(n− k)!
Bkx

n−k

これで関数列 {fn(x)}n=1,2,... が求まった。

4.2 gn(x)

gn(x)に対しても同じようにして求めることができる。関数列 {gn(x)}n=1,2,... に対して以下のような形式的べき級数を考える。

G(x, y) =

∞∑
n=1

gn+1(x)y
n−1

この形式的べき級数を閉じた形で求めよう。gn(x)については以下のことがわかってる。

d

dx
gn(x) = gn−1(x) lim

x→π
gn(x) = lim

x→0
gn(0)

１番目も２番目も 4.1と同じようにしてわかる。よって G(x, y)は以下の偏微分方程式を満たす。

d

dx
G(x, y) =

d

dx
g2(x) + yG(x, y)

これを解いて

G(x, y) = c2(y)e
xy + exy

∫
ｇ1(x)e

−tydx

ここで c2(y)はｙの任意の関数である。これを求めるには g1(x)を求める必要があるので、以下の定理を示す。

定理 3.2.1� �
∞∑

m=1

cos 2mx

m
= −(log 2 + log(sinx))

� �
証明

以下の関数を考える。

hm(x) =
m∑

k=1

cos 2mx

m

この関数はｍの極限をとれば g1(x)となる。微分すると

d

dx
hm(x) = −2

m∑
k=1

sin 2mx

9



定理 3.1.2より

d

dx
hm(x) = −2 sin((m+ 1)x) sin(mx)

sinx

これを積分すると

hm(x) = −
∫ x

1

2 sin((m+ 1)t) sin(mt)

sin t
dt+ C

=

∫ x

1

cos((2m+ 1)t)− cos t

sin t
dt+ C

= − log(sinx) + log(sin 1) +

∫ x

1

cos((2m+ 1)t)

sin t
dt+ C

ここで

∫ x

1

cos((2m+ 1)t)

sin t
dt =

∫ x

1

1

sin t

(
1

2m+ 1
sin((2m+ 1)t)

)‘

dt

= [
sin((2m+ 1)t)

(2m+ 1) sin t
]x1 +

1

2m+ 1

∫ x

1

sin((2m+ 1)t) cos t

sin2 t
dt

= [
sin((2m+ 1)t)

(2m+ 1) sin t
]x1 +

1

2m+ 1
(H(x)−H(1))

ｍの極限をとると、H(x)が発散せず、sin tが 0にならなければよいので、x ̸= π, 0で

lim
m→∞

= − log(sinx) + log(sin 1) + C

となる。ここで積分定数の値を求めるために x = π
2 を代入すると

∞∑
m=1

(−1)m

m
= log(sin 1) + C

∴ C = − log 2− log(sin 1)

よって示された。■

これを偏微分方程式の解に代入すると

G(x, y) = c2(y)e
xy + exy

∫ x

0

log(2 sin t) e−tydt

ここで以下の補題を示す。

補題 3.2.2� �
lim
x→π

gn(x) = lim
x→0

gn(x)� �
証明

補題 3.1.3と同様にして示せる。■
よって G(π, y)−G(0, y) = 0で、

eπy
(
c2(y)−

∫ π

0

log(2 sin t) e−tydt

)
− c2(y) = 0

10



∴ c2(y) = −
(
1 +

1

eπy − 1

)∫ π

0

log(2 sin t) e−tydt

ここで、数列 An を以下のように定義する。

An =

∫ π

0

tn log(2 sin t)dt

すると c2(y)は以下のように書ける。

c2(y) = −
(
1 +

1

eπy − 1

) ∞∑
n=0

(−1)n
An

n!
yn

よって

yG(x, y) = −y exy
(
1 +

1

eπy − 1

) ∞∑
n=0

(−1)n
An

n!
yn + yexy

∫ x

0

log(2 sin t)e−tydt

これをべき級数展開すれば gn(x)がえられるが、これは積分や無限和を用いなければ表わすことができない。

5 終わりに

ここまで読んでいただきありがとうございました。この文章の内容については、僕の知識が足りないために厳密性のかけている

ところもあったかと思われます。また、TEXを使い慣れていないために、読みにくい箇所がいくつかあります。ごめんなさい。こ

れらについてはこれからも精進して改善していきたいと思います。今回の部誌の内容についてですが、去年考えたことを別の方法

で考え直して、そうすることによって去年もとめられなかった gn(x)についても考えることができました。ただ gn(x)の表示につ

いてはまだ改善の余地があるとおもうので、引き続き研究していきたいと思います。

それでは引き続き灘校文化祭をお楽しみください。

6 参考文献

https://lecture.ecc.u-tokyo.ac.jp/～nkiyono/2010/hira10-12.pdf（項別積分）

http://hooktail.sub.jp/mathlnPhys/constOneLinearDiffEq/(微分方程式)

～は半角で打ち込んでください。
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ロピタルの定理の証明

高校 1年 4組 15番　黒田直樹

1 はじめに

本日は数学研究部にお越しいただきありがとうございます.この記事では,この記事では,極限に関する有名

な定理,ロピタルの定理を証明したいと思います. 基礎知識は特に必要ありませんが,微分積分の知識があると

分かりやすいと思います.

2 準備

ここで使う用語の定義や定理の証明などをしていきます.a B b で a を b(に等しいもの) として定義する,∀
で任意の,∃で条件を満たすものが存在する,という意味です.

定義 2.1
[a, b] B｛x : a ≦ x ≦ b｝, (a, b) B｛x : a < x < b｝

定義 2.2
lim
x→a

f (x) = b⇐==⇒
de f
∀ϵ > 0,∃δ > 0, 0 < |x − a| < δ⇒| f (x) − b| < ϵ

難しいことを言っているようですが,結局 xが aに十分近い時, f (x)は bに十分近くなるということです.ここ

で x , aの時について考えてることに注意してください (∵ 0 < |x − a|)

例 f (x) = 0(x = 0)　 1(x , 0)という関数について考えたとき,lim
x→0

f (x) = 1

命題 2.3
1 lim

x→a
( f (x) + g(x)) = lim

x→a
f (x) + lim

x→a
g(x)

2 lim
x→a

( f (x)g(x)) = lim
x→a

f (x) lim
x→a

g(x)

証明 lim
x→a

f (x) = m, lim
x→a

g(x) = nとする.

1 ∀ϵ > 0,∃δ1 > 0, 0 < |x − a| < δ1⇒| f (x) − m| < ϵ
2

∀ϵ > 0,∃δ2 > 0, 0 < |x − a| < δ2⇒|g(x) − n| < ϵ
2

ここで,δ0 = max(δ1, δ2)とおくと,

∀ϵ > 0,∃δ0 > 0, 0 < |x − a| < δ0⇒| f (x) + g(x) − (m + n)| ≦ | f (x) − m| + |g(x) − n| < ϵ
2
+
ϵ

2
= ϵ■



2まず,ϵ は小さければより良いので,ϵ < 1としてよい.

∀ϵ > 0,∃δ1 > 0, 0 < |x − a| < δ1⇒| f (x) − m| < ϵ

|m| + |n| + 1
(< 1)

∀ϵ > 0,∃δ2 > 0, 0 < |x − a| < δ2⇒|g(x) − n| < ϵ

|m| + |n| + 1
(< 1)

ここで,δ0 = max(δ1, δ2)とおくと,

0 < ∀ϵ < 1,∃δ0 > 0, 0 < |x − a| < δ0⇒| f (x)g(x) − mn| ≦ |g(x)( f (x) − m)| + |m(g(x) − n)|

≦ (|g(x) − n| + |n|)| f (x) − m| + |m||(g(x) − n)| < (1 + |n|) ϵ

|m| + |n| + 1
+

ϵ|m|
|m| + |n| + 1

= ϵ■

定義 2.4

lim
x→a

f (x) = f (a)の時, f (x)は x = aで連続という.[a, b]の各点で f (x)が連続の時, f (x)は [a, b]で連続という.

私達の知ってる関数のほとんどは連続ですが,例えば f (x) = 1
x などは x = 0で連続ではありません.

3 微分

今まで関数の極限についての導入をしてきたので,今からはそれらを生かして微分を定義します.

定義 3.1

f (x)が aで微分可能⇐==⇒
de f

lim
x→a

f (x) − f (a)
x − a

が存在する.この時この値を f (x)の x = aでの微分係数といい, f (a)′で表す.

(a, b)の各点で微分可能な時, f (x)は (a, b)で微分可能と言う.

例

f (x) = x2の時,これは x = 0で微分可能で, f ′(0) = lim
x→0

f (x) − f (0)
x

= lim
x→0

x = 0

定義 3.2
関数 f ′(x)を, x = aで f ′(a)をとる関数とする.

命題 3.3
f (x)が x = aで微分可能なら, x = aで連続

証明
f (x) = f (a) + f ′(a)(x − a) + g(x)とおくと, lim

x→a
g(x) = 0なので,

lim
x→a

( f (x) − f (a)) = lim
x→a

( f ′(a)(x − a) + g(x)) = 0■

定理 3.4

f (x)が x = aで微分可能で, f (a) , 0の時, g(x) =
1

f (x)
が x = aで微分可能で, g′(a) = − f ′(a)

( f (a))2

証明

g′(a) = lim
x→a

g(x) − g(a)
x − a

= lim
x→a

1
f (x) −

1
f (a)

x − a
= lim

x→a
−

f (x)− f (a)
x−a

f (x) f (a)
= − f ′(a)

( f (a))2
(∵ lim

x→a
f (x) = f (a))■



定理 3.5

f (a) = f (b)で, f (x)が [a, b]で連続, (a, b)で微分可能ならば,あるδ ∈ (a, b)があって, f ′(δ) = 0

証明
x0 ∈ (a, b)⇒ f (x0) = f (a)の時,任意の値 m ∈ (a, b)について, f ′(m) = 0なので良い.

ある値 x0 ∈ (a, b)があって f (x0) , f (a)とする. f (x0) > f (a)とする (< f (a)としても同様）

この時, f (x)は [a, b]で連続なので,∃n ∈ (a, b),∀ξ ∈ (a, b)⇒ f (n) ≥ f (ξ)( f (x)は x = nで最大値をとる）

この時, x > nの時を考えると, f ′(n) = lim
x→n

f (x) − f (n)
x − n

≦ 0(∵ f (x) ≦ f (n))

また x < nの時を考えると, f ′(n) = lim
x→n

f (x) − f (n)
x − n

≥ 0(∵ f (x) ≦ f (n)) 以上より, f ′(n) = 0■

定理 3.6

f (x), g(x)が [a, b]で連続, (a, b)で微分可能, g(a) , g(b),∀m ∈ [a, b], f ′(m) , 0または g′(m) , 0であるとする.

この時,∃ξ ∈ (a, b),
f (b) − f (a)
g(b) − g(a)

=
f ′(ξ)
g′(ξ)

証明
F(x) = (g(b) − g(a)) f (x) − ( f (b) − f (a))g(x)とおくと, F(a) = F(b).

定理 3.5より,∃ξ ∈ (a, b), F′(ξ) = 0,ここで,

0 = F′(ξ) = lim
x→ξ

F(x) − F(ξ)
x − ξ = (g(b)−g(a)) lim

x→ξ

f (x) − f (ξ)
x − ξ −( f (b)− f (a)) lim

x→ξ

g(x) − g(ξ)
x − ξ = (g(b)−g(a)) f ′(ξ)−( f (b)− f (a)) f ′(ξ)

ここで g′(ξ) = 0とすると, f ′(ξ) , 0より, g(a) − g(b) , 0より (左辺) , 0, (右辺) = 0より矛盾.

以上より両辺を (g(b) − g(a))g′(ξ)で割ることが出来て,
f ′(ξ)
g′(ξ)

=
f (b) − f (a)
g(b) − g(a)

■

4 ロピタルの定理

定理 4.1
1. f (a) = g(a) = 0かつ,∃δ > 0, 0 < |x − a| < δ⇒ f (x) , 0, g(x) , 0

2. lim
x→a

f (x) = ∞, lim
x→a

g(x) = ∞

1と 2のどちらかが成り立っていて,かつ

∃ϵ1 > 0,∃ϵ2 > 0, 0 < |x − a| < ϵ1 ⇒ f (x)は微分可能, 0 < |x − a| < ϵ2 ⇒ g(x)は微分可能

さらに, lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

の値が存在する時, lim
x→a

f (x)
g(x)

= lim
x→a

f ′(x)
g′(x)



証明 min(δ, ϵ1, ϵ2) = ϵ0 とする.

1. 0 < |x − a| < ϵ0 ⇒ f (x) , 0, g(x) , 0, f (x), g(x)は共に微分可能

よって,∀ϵ ∈ (a, a + ϵ0)⇒ g(ϵ) , g(a) = 0, [a, ϵ]で f (x), g(x)は連続, (a, a + ϵ)で微分可能

よって定理 3.6より,∃ξ ∈ (a, ϵ)があって,
f (ϵ) − f (a)
g(ϵ) − g(a)

=
f ′(ξ)
g′(ξ)

⇒ f (ϵ)
g(ϵ)

=
f ′(ξ)
g′(ξ)

同様にϵ ∈ (a, a + ϵ0)の時も同様にして ∃ξ ∈ (a, ϵ),
f (ϵ)
g(ϵ)

=
f ′(ξ)
g′(ξ)

ここでϵ → a⇒ ξ → aより, lim
x→a

f (x)
g(x)

= lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

　■

2.F(x) B
1

f (x)
(x , a) 0(x = a) G(x) B

1
g(x)

(x , a) 0(x = a)とする

すると, 0 < |x − a| < ϵ0 ⇒ F(x) , 0,G(x) , 0, F(x),G(x)は共に微分可能 (∵定理 3.4)

よって 1.を適用することができて, lim
x→a

F(x)
G(x)

= lim
x→a

F′(x)
G′(x)

整理して, lim
x→a

g(x)
f (x)
= lim

x→a

f ′(x)
g′(x)

· (g(x))2

( f (x))2
,両辺に lim

x→a

( f (x))2

(g(x))2
を掛けて lim

x→a

f (x)
g(x)

= lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

■

5 あとがき

頭の中では単純なことだと思っていましたが,いざやってみると極限の定義,微分の定義からなんやらで結構

複雑になってしまいました.特に極限の定義についてはなかなか初めて見る人にとっては理解しがたいかもし

れません,そこは私の力不足であり,申し訳ないです. さて,私がこの記事を書こうと思った理由は,ロピタルの

定理の形式が非常に美しく感じたからです. そしてゼミでやってる内容で証明することができると分かった時

に,これを部誌にすることに決めました. 実は,このロピタルの公式はかなり実用性があり,大学入試などの高

校数学の極限を求める問題では非常に汎用性が高いです.これで答えだけは一発で出るなんてこともよくあり

ます. これを読んでいる読者には,

f (a) = g(a) = 0または lim
x→a

f (x) = ∞, lim
x→a

g(x) = ∞ならば lim
x→a

f (x)
g(x)

= lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

(多項式関数は全て連続や微分可能などのロピタルの定理を使用する上で必要な条件を満たすので入試などに

出る関数には基本的に適用できます。）

という式は是非覚えてほしいと思います. それでは,ここまで読んでいただき,ありがとうございました.

6 参考文献

笠原晧司著　『微分積分学』(サイエンス社)



lim
x→∞

(1 +
1
x

)x = eの証明

高校 1年 4組 15番　黒田直樹

1 はじめに

本日は数学研究部にお越しいただきありがとうございます.この記事では,去年書いた e(ネイピア数)に関す

るものを訂正 (というか構成を一新)し,論理の飛躍した部分をなくし,微分積分の面から eを考え直し書いて

いきます.微分積分の簡単な知識があれば読むことが出来ます.

2 準備

まずここで使う記号の導入をします.a B bで aを b(に等しいもの)として定義するという意味です.

定義 2.1 log x B
∫ x

1

1
t

dt(x > 0)とし,log xを自然対数という

命題 2.2 log xは x > 0の時,微分可能で単調増加である.

証明 定義 2.1より自明に (log x)′ = 1
x (x > 0)であり,また 1

t > 0(t > 0)なことから,∫ a

b

1
t

dt > 0(a > 0, b > 0, a > b). よって a > b⇒
∫ a

1

1
t

dt −
∫ b

1

1
t

dt =
∫ a

b

1
t

dt > 0⇒ log a > log b　 ■

命題 2.3
log ab = log a + log b(a > 0, b > 0)

証明 a > 0, b > 0に対して

log ab − log a =
∫ ab

1

1
t

dt −
∫ a

1

1
t

dt =
∫ ab

a

1
t

dt =
∫ b

1

1
ax

dt
dx

dt(∵ t = ax で置換)=
∫ b

1

1
ax

adx =
∫ b

1

1
x

dx =

log b

よって　　　　 log ab = log a + log b■

定理 2.4（中間値の定理）

f (x)が a ≦ x ≦ bで連続ならば, f (a), f (b)の間の任意の値 kについて, f (c) = kとなる a以上 b以下の値 cが存在する

証明 有名な定理なので省略します

命題 2.5
log e = 1となる数 eがただ一つ存在する.この数 eをネイピア数という.

証明 まず,定義より自明に log 1 = 0, a > 1⇒ log a > 0(∵命題 2.2)



命題 2.3より自然数 nについて log an = log an−1 + log a = · · · = n log aすると,a > 1のとき,

lim
n→∞

log an = lim
n→∞

n log a = ∞　 lim
n→∞

an = ∞

よってこの二つと log xの単調増加性から,
lim
x→∞

log x = ∞

が得られる.0 < 1 < ∞なので,定理 2.4より 1 < e < ∞となる数 eで log e = 1となるようなものが存在する.

また命題 2.2より log a = log b⇒ a = bより,このような数 eは高々一つしかない.　 ■

命題 2.6

lim
x→∞

x log (1 +
1
x

) = 1

証明 xを 1
h に置き換えると,x→ ∞で h→ +0であることに注意すると,

x log (1 +
1
x

) =
log (1 + h)

h
=

log (1 + h) − log 1
h

(∵ log 1 = 0)

これは h→ +0で log xの x=1での微分係数に等しくなる.(log x)′ = 1
x なので,

lim
x→∞

x log (1 +
1
x

) =
1
1
= 1■

これで,必要なことは終わりました.

3 指数関数

定義 3.1

log xは狭義単調増加なので,逆関数を定義できる.それを exとする.つまり, y = ex ⇐==⇒
de f

x = log yとする.

命題 3.2
exは微分可能で, (ex)′ = ex

証明 逆関数の微分の公式より,y = ex とすると,

dy
dx
=

1
d
dy log y

=
1
1
y

= y = ex■

命題 3.3
ax B ex log a

定理 3.4
1　 a0 = 1

2　 a1 = a

3 ax · ay = ax+y



証明
1 a0 = e0,ここで log 1 = 0より e0 = 1,よって a0 = 1

2 a1 = elog a = a

3 ax = m, ay = nとおくと,m = ax = ex log a より,x log a = log m,

同様にして y log a = log n,すると　 log mn = log m + log n = (x + y) log a.

よって,ax · ay = e(x+y) log a = ax+y■

よって,これで定義した ax によって,aの実数乗をうまく定義できることがわかります.これにより実数乗が定

義できました.また
(ax)′ = (ex log a)′ = ex log a · log a = ax log a

より微分ができるので,この関数も連続であることが分かりました.

命題 3.5

lim
x→∞

(1 +
1
x

)x = e

証明

(1 +
1
x

)
x

= ex log (1+ 1
x ) → e　 (x→ ∞)(∵命題 2.6)■

4 あとがき

1. 　 lim
x→∞

(1 +
1
x

)x = e

2. 　 lim
h→0

eh − 1
h
= 1

3. log x = loge x(但し,左辺は定義 2.1で定めたもの,右は eを底とした対数関数)

この三つは同値関係で結ばれており,去年の部誌では 2⇒ 1,3　今回のこの部誌では,3⇒ 1を示したことにな

ります (命題 2.3から log xが対数関数であることがわかり,3の式が成り立つ.) ともかく,論理展開が滅茶苦茶

だった去年と比べると大分ましなものができたと思っています. 最後に,ここまで読んでいただき,ありがとう

ございました
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切断点を k個もつ連結グラフの数え上げ

高校 2年 4組 26番　田嶋 璃久

1 はじめに

本日は灘校文化祭、および数学研究部にお越し頂き誠にありがとうございます。この記事は切断点を k個も

つ連結グラフの数え上げをしたものです。本当はハミルトングラフというグラフの数え上げをしようと思って

いましたが、実力が足りずできなかったのでこれにしました。自分は新高なので部誌を書くのが初めてです

が、読んでいただければ幸いです。

2 準備

ここでは、この後使用する用語の定義をし、必要な定理を紹介します。

定義 1（通常型母関数） 数列｛an｝の第 n項 an を xn の係数とする形式的べき級数

F (x) = a0 + a1x+ a2x
2 +…+ anx

n +…

を数列 an の通常型母関数という。

定義 2（指数型母関数） 数列｛an｝の第 n項 an を xn

n! の係数とする形式的べき級数

F (x) = a0 + a1
x
1! + a2

x2

2! +…+ an
xn

n! +…

を数列｛an｝の指数型母関数という。

この母関数では、加法や乗法は通常の級数と同様に定義され、結合律や交換律などの代数のよく知られた法

則が成り立ちます。また、母関数の形式導関数も同様に定義されます。母関数を使うことで有限集合の元の個

数を数えやすくなるので、この記事でも母関数を使って数え上げようと思います。次の定理は数え上げで有効

な道具となる定理です。

定理 3 A(x) =
∞∑

m=0

amxm, F (x) =
∞∑

m=1

bmxm に対し、A(x) = eF (x) を満たすとする。このとき、m ≧ 1に

対し、

bm = am − 1

m

(
m−1∑
k=1

kbkam−k

)
が成り立つ。（証明省略）
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定理 4 A(x) =
∞∑

m=0

amxm, F (x) =
∞∑

m=1

bmxm に対し、A(x) = eF (xA(x)) が成り立つとする。このとき、正

整数 k に対し、(xA(x))k =
∞∑

m=k

H(m, k)xm と書くと、

bm = H(m+ 1, 1)− m+ 1

m

m−1∑
l=1

lbl
l + 1

H(m+ 1, l + 1)

が成り立つ。（証明省略）

次に、グラフ理論の用語を説明します。

定義 5（標識単純グラフ） 空でない有限集合 V をとり、V の元の対の集合
(
V
2

)
= {{i, j} ⊂ V |i ̸= j} を定

め、写像 gv :
(
V
2

)
→ {0, 1}を（V 上）標識単純グラフという。

これからは、これを標識グラフと呼ぶことにします。

定義 6（点、辺、位数、大きさ） 標識グラフ gv について、V の元を点と呼び、含まれる点の個数を gv の位

数という。また、各 {i, j} ∈
(
V
2

)
に対し、 g({i, j}) = 1のとき、{i, j}を gv の辺といい、gv の辺の数を gv

の大きさという。

例があった方が分かりやすいので、例を出します。

例 V = {1, 2, 3, 4} に対し、写像 gv :
(
V
2

)
→ {0, 1} を、gv({1, 2}) = 1, gv({1, 3}) = 0, gv({1, 4}) =

0, gv({2, 3}) = 1, gv({2, 4}) = 0, gv({3, 4}) = 1により定める。このとき、標識グラフ gvの位数は 4であり、

大きさは 3である。また、gv の辺は、{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}である。(図 1)

定義 7（根、根つき標識グラフ、（非標識根つき）標識グラフ） 標識グラフ gv の点 v を他の点と区別する特

定の点と考えたとき、v を gv の根といい、その gv を根つき標識グラフという。また、根には標識をつけない

が、他の点に標識づけた場合の根つき標識グラフを（非標識根つき）標識グラフという。

定理 8 ある性質 P をもつ位数 nの標識グラフの個数を xn

n! の係数にもつ指数型母関数を F (x)とし、性質 P

をもつ位数 nの根つき標識グラフの個数を xn

n! の係数にもつ指数型母関数を F (r)(x)とする。このとき、

F (r)(x) = xdF (x)
dx

である。また、性質 P をもつ位数 nの（非標識根つき）標識グラフの個数を xn

n! の係数にもつ指数型母関数は

F (r)(x)
x = dF (x)

dx

である。

証明 性質 P をもつ標識グラフの数え上げ母関数 F (x)を

F (x) =
∞∑

n=1

an
xn

n!

とおく。位数 nの標識グラフ 1つからは根つき標識グラフが n通り生まれる。これはおのおのの点が根の候

補になり得るからである。よって、
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F (r)(x) =
∞∑

n=1

nan
xn

n!
= x

∞∑
n=1

an
xn−1

(n− 1)!
= x

dF (x)

dx

である。また、

F (r)(x)
x = dF (x)

dx

の定数項は根に対応し、n ≧ 1に対し xn

n! の係数は位数 n+1の（非標識根つき）標識グラフの個数を表す。■

（非標識根つき）標識グラフに対する指数型母関数に xをかけることで標識づけられていない根を標識づけ

ることを意味するということがこの定理において重要なことである。

例 標識グラフの数え上げ母関数を

G(x) =

∞∑
n=1

2(
n
2)x

n

n!

とおく。（位数 nの標識グラフは 2(
n
2) 個である。）位数 nの根つき標識グラフの個数である n2(

n
2) を xn

n! の係

数とする根つき標識グラフの数え上げ指数型母関数を G(r)(x)とすると、

G(r)(x) = xdG(x)
dx

が成り立っていることがわかる。また、（非標識根つき）標識グラフの数え上げ指数型母関数は

G(r)(x)
x = dG(x)

dx

となっている。

定理 9 性質 P をもつ位数 k の標識グラフの個数を ak とし、指数型母関数

a(x) =
∞∑
k=1

ak
xk

k!

を考える。このとき、as(x)における xn

n! の係数は性質 P をもつ互いに共通の点をもたない s個のグラフから

なる組 (g1, g2,…, gs)の個数である。そこで、nは s個のグラフの位数の和である。（証明略）

注意 10 定理 9で述べた s個のグラフの組の要素の順序を考慮に入れない場合は as(x)を s!で割る必要があ

る。また、ある指数型母関数 F (x)で
∞∑
s=1

as(x)

s!
が表される、つまり

F (x) =
∞∑
s=1

as(x)

s!

とすると、

1 + F (x) = ea(x)

が成り立つ。

3



3 連結グラフ、標識ブロックの数え上げ

定義 11（道、連結） 標識グラフ g における異なった点の列 v1, v2,…, vk が各 i = 1, 2,…, k − 1に対し、条

件 {vi, vi+1} ⊂ E(g)を満たすとき、この点列は g の道とよばれる。標識グラフ g のどの 2点間にも道が存在

するとき、g は連結であるという。自明なグラフ（位数 1の標識グラフ）は連結と定める。

定理 12 G(x) = 2(
n
2) x

n

n! を標識グラフの指数型母関数とし、

C(x) =
∞∑

n=1

Cn
xn

n!

を連結な標識グラフに対する指数型母関数とする。ここで、Cn は位数 nの連結な標識グラフの個数である。

このとき、定理 9,注意 10より、

1 +G(x) = eC(x)

が成り立つ。また、定理 3を使うと、

Cn = 2(
n
2) − 1

n

n−1∑
k=1

k

(
n

k

)
2(

n−k
2 )Ck

が得られる。これを利用して C(x)の初めのいくつかの項を求めると、

C(x) = x+ x2

2! + 4x3

3! + 38x4

4! + 728x5

5! +…

となる。

定義 13（切断点、標識ブロック） 標識グラフ g の点 v について、g − v が非連結であるならば、v を g の切

断点という。切断点をもたない標識グラフを標識ブロックという。

定理 14 位数 nの標識ブロックの個数を Bn とし、指数型母関数

B(x) =

∞∑
n=1

Bn
xn

n!

を考える。グラフ理論の本では自明な標識グラフは標識ブロックと定めているが、ここでは B1 = 0とする。

このとき、

C ′(x) = exp{B′(xC ′(x))}

が成り立つ。

証明 定理 8を使い、連結な根つき標識グラフに対する指数型母関数

C(r)(x) = xdC(x)
dx

を考える。連結な根つき標識グラフのうち、根にただ 1 つのブロックが付随している場合の指数型母関数を

C
(r)
1 (x)とおく。最初に C(r)(x)と C

(r)
1 (x)との関係式を導き、その後に C

(r)
1 (x)と B(x)との関係式を導く

ことにより定理の証明が完了する。まずは、C(r)(x)と C
(r)
1 (x)の関係式を導く。根にただ 1つのブロックが
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付随している連結な（非標識根つき）標識グラフに対する指数型母関数は定理 8より、

C
(r)
1 (x)
x

である。これらの標識グラフのうち、s個のそれを要素にする組に対する指数型母関数は定理 9より、(
C

(r)
1 (x)
x

)s

である。組の要素の順序を考えないとすると、注意 10より対象とする指数型母関数は、(
C

(r)
1 (x)

x

)s

s!

である。ここで組を構成している s個の要素のおのおのの根をまとめて合体させ 1つの点とみなす (図 2)。そ

の点を新たに根とする（非標識根つき）標識グラフを生成すると、この根にちょうど s個のブロックが付随し

たものになる。このような考察は等式

C(r)(x)

x
= 1 +

∞∑
s=1

(
C

(r)
1 (x)
x

)s

s!

を生み出し、したがって等式

C(r)(x)
x = exp

(
C

(r)
1 (x)
x

)
が得られる。

次に C
(r)
1 (x)と B(x)との関係式を導く。ak,p を

(
C(r)(x)

x

)k−1

における xp

p! の係数とする。すなわち、(
C(r)(x)

x

)k−1

=

∞∑
p=1

ak,p
xp

p!

ak,p は k − 1個の連結な（非標識根つき）標識グラフを組にしたもので、そのうち標識づけられている点が p

個であるものの個数である。（標識づけられている点は 1から pまでの標識で標識づけられていて、非標識な

点（根）は k− 1個あるから、点としては全体として p+ k− 1個ある。）これらの組のおのおのに 1つの点そ

加え、この付加した点とはじめの k − 1個の根を点集合にもつ新しい位数 kのブロックを構成する付加した点

を根にする位数 p + k の連結な根つき標識グラフは根にただ 1つのブロックをもち、C
(r)
1 (x)に寄与する (図

3)。これを 1から p + k までの標識で標識替えして、そのうち k 個を根に付随したブロックの点に割り当て

る。この取り出し方は
(
p+k
k

)
通りある。取り出した k 個の標識から根を標識する仕方は k 通りである。よっ

て、kBk

(
p+k
k

)
個の連結な根つき標識グラフが生まれる。したがって、等式

C
(r)
1 (x) =

∞∑
k=1

∞∑
p=1

kBk

(
p+ k

k

)
xp+k

(p+ k)!
=

∞∑
k=1

Bk
xk

(k − 1)!

∞∑
p=1

ak,p
xp

p!

が得られる。 (
C(r)(x)

x

)k−1

=
∞∑
p=1

ak,p
xp

p!

であるから、
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C
(r)
1 (x) = x

∞∑
k=1

Bk

(
C

(r)
1 (x)

)k−1

(k − 1)!

と書き直される。したがって、

C
(r)
1 (x)
x = B′ (C(r)(x)

)
となる。C(r)(x) = xC ′(x)だから、

C
(r)
1 (x)
x = B′ (xC ′(x))

を得る。C ′(x) = C(r)(x)
x = exp

(
C

(r)
1 (x)
x

)
だから、

C ′(x) = exp{B′(xC ′(x))}

が成り立つ。■

定理 4を定理 14に適用すると、次の定理が得られる。

定理 15 m ≧ 2に対し、

Bm = (m− 1)!H(m, 1)− (m− 2)!m
m−2∑
l=1

lBl+1

(l + 1)!
H(m, l + 1)

である。

これに基づいて B(x)のはじめのいくつかの項を求めると、

B(x) = x2

2! +
x3

3! + 10x4

4! + 238x5

5! + 11368x6

6! +…

となる。

4 切断点を k個もつ連結グラフの数え上げ

定理 16 切断点を k 個もつ連結グラフの数え上げ指数型母関数を Jk(x)とする。

Si(x) =


∞∑
s=1

B′(x)s

s!
= eB

′(x)(i = 1)

∞∑
s=0

B(i)(x)s(i ≧ 2)

,Rk,l(x) =

k∏
i=l

Si(x)
(ki)

としたとき、

J
(k)
k (x) =

1

k!

Rk,1(x)−
[ k2 ]∑
i=1

Ri,1(x)Rk−i,1(x)


が成り立つ。

定理 8, 定理 9, 注意 10 より、S1(x) は（非標識根つき）標識ブロック s 個の組の数え上げ指数型母関数を

s = 0から足し合わせているものだとわかる。同様に、i ≧ 2の Si(x)でも形式的に非標識な根を i個とって、
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その i個の根を含むような（非標識根つき）標識ブロックの個数を考えている。ここで、標識ブロックを数え

上げたとき（前半）のように、s個の非標識な根を 1つに重ねると、Si(x)は i個の非標識な根を含む s個の

標識ブロックがついているようなグラフの数え上げ指数型母関数を s = 0から足し合わせているとわかる。こ

のグラフの根にはブロックでないグラフは付随していない。つまり、根以外の点が切断点になることがないの

である。これを利用する。

証明 まず、k 個の形式的な非標識な点（根）をとる。この k 個の根が切断点になるようなグラフを数え上

げる。図 4では k = 3で考えているが、指数型母関数 Si(x)を呼び起こす原因となるブロックの組が
(
k
i

)
個

ある。だが、実際に切断点を k 個もたない場合 (図 5)はある根においてその 1つの根だけを含むブロックが

存在しない場合、つまり s = 0の場合である。任意の根において s > 0である必要があるから、s = 0を除い

て、(S1(x)のみ s = 0を除いているのはこのため。)母関数は

1

k!
Rk,1(x)

となる。連結でない場合は、根がつながっていないから、つながっていない根を分けて、分け方

で分類する。ただし、今考えている母関数では根にブロックがついていない場合 (s = 0) も含む

から、わけた根が必ずしもすべてつながっている必要がないとする。例えば、k = 5 のときは、

(4, 1), (3, 2), (3, 1, 1), (2, 2, 1), (2, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 1, 1) と分類できるが、(3, 1, 1) は (4, 1) の特別な場合 (分け

たときに 4 つの根が含まれる方で 1 つの根だけがつながっていない場合) として見なせるので、実質的には

(4, 1), (3, 2) の 2 通りの分類しかない。同様に、一般的な k でも (k − 1, 1), (k − 2, 2),…, (k − [k2 ], [
k
2 ]) とい

うように分類できる。(k − i, i) という分類のとき Sj(x) を呼び起こすブロックの組は
(
i
j

)
+
(
k−i
j

)
個である

から、

J
(k)
k (x) =

1

k!
Rk,1(x)−

1

k!

[ k2 ]∑
i=1

i∏
j=1

Sj(x)
(ij)+(

k−i
j ) =

1

k!

Rk,1(x)−
[ k2 ]∑
i=1

Ri,1(x)Rk−i,1(x)


を得る。(Jk(x)を k 階微分したのは非標識な根が k 個あるから。)■

5 おわりに

時間と実力が不足しているせいで Jk(x)におけるxn

n! の具体的な係数をもとめることができずに終わってし

まったのは残念でした。でも、昨年度のゼミで学んだことを部誌の記事という形で残すことができたことに関

してはとてもうれしく思います。Jk(x)と B(x)の関係式をもとめるのには苦労しましたが、最終的に自分で

納得がいく答えにたどり着けたので良かったです。

＜参考文献＞グラフの数え上げ　-母関数を礎にして- 田澤　新成著

次のページに図をのせておきます。(パソコンでかく能力がないため。)
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チェビシェフ多項式の係数

高校 3年 2組 35番　中山裕大

1 はじめに

本日は灘校文化祭及び数学研究部にお越しいただき誠にありがとうございます.この記事では,チェビシェフ

多項式の係数を求めます.是非お読みください.

2 準備

以下必要な知識を証明抜きに書く.

a := bとは aを b(に等しいもの)として定義するということを意味する.Z+,N0,Z,Cはそれぞれ正の整数,

非負整数,整数,複素数の集合とする.c ∈ Cに対し,cZ := {cn ∈ C|n ∈ Z}とする.実数 cの小数部分を {c}で
表す.n ∈ N0,数列 {ai}∞i=1 に対し

n∏
k=1

ak : =

{
a1a2 . . . an　 (n > 0)

0　 (n = 0)

等とする.

以下,z ∈ Cに対し

ez :=
∞∑

n=0

zn

n!

cos z :=
eiz + e−iz

2

sin z :=
eiz − e−iz

2i

とする.テイラー展開により,これは実数の上での指数関数や三角関数を複素平面全体に解析接続したものだと

分かる.すると,関数関係不変の原理により,実数の上での指数関数の基本的性質や三角関数の加法定理,積和・

和積公式等は複素数の上でも成り立つと分かる.

補題 1 z, w ∈ Cに対し



























⇒ sin θ =
α√

1 + α2

⇔ θ = Arcsin
α√

1 + α2

より,
Arctanα

π
=

Arcsin α√
1+α2

π
の無理性は上の議論から分かることがある.

7 おわりに

いかがでしたか.この記事は,昨年考え,和田杯にも出題した*1内容を部誌用に書いたものです.実際に書い

てみると着想の部分よりも帰納法を回す面倒な部分が大半を占めてしまいましたが,大目に見ていただければ

と思います.去年考えていたこの内容以外にも考えていたことはあったのですが,準備期間の短さの為にこの記

事を載せることとなってしまいました.来年はもう少し精進したいと思います.それでも,少し非自明な主張が

出来たのは嬉しかったです.

また,6 章の後付け感が否めないですが, 例えば急に
Arccos 1

3√2

π
の無理性を示すよう言われたところで自分

にはすぐには示せないでしょうから,それはそれでよいものと考えております.

今後の展望としては,系 9のさらなる拡張が考えられます.文化祭後も考えていきたいと思います.

この記事にも必ず誤植があるでしょうが,大したことがなければお許し下さい.

最後になりますが,ここまで拙い記事をお読みいただき有り難うございました.他の記事も是非お読みになっ

て下さい.

参考文献

なし

*1 解説当日は,解説用ノートを忘れてわけのわからない解説をしてしまい,申し訳ございませんでした.


